Formulario

1.1. Repaso matematico

2 =1+ jy = Va2 + y2d? = me?® = m(cos(d) + jsin(0)); 0 = arctan —
Y

’ b sin(mz) «— N a=1
/ ef - fr=ef) — f@ sinc(z) = a"=<¢ 1—a
a T — T @ #1

“+00

/ d(z)f(x)dx = f(xg) <= d(x9) =1 (si zg € [a,b]) SIiN — +ooy |a <1 :>Za" =

n=0

1.2. Relacién entre senoidales y exponenciales complejas

oIb 1 =it oIb _ o3t
cos(¢) = +T sin(¢) = ————
Par(e()} = 5(e(t) + 2(~1))  Tmpar{a(t)} = & (x(t) — x(~1)

Refa(t)} = 5(o(t) + (1)

- : 2m
La senal x(t) = e/*°! es periddica con periodo Ty = —
Wo
- » . . T . , L 2T .
La sefial z[n] = ¢/%" es periddica con periodo Ny = . Sty solo si . racional
0 0

1.3. Propiedades de Sistemas

1. Sistema Estatico (sin memoria) La salida y(t) sélo depende de la entrada en
ese mismo instante x(t).

2. Sistema Dindmico (con memoria) La salida y(t) depende de z(7) con 7 # t

3. Sistema Invertible Un sistema H se dice que es invertible si z1 # 2o = H,, #
H,,. El sistema inverso de H se denota por HY.

4. Sistema Causal La salida y(t) depende de z(7) con 7 < t. Por ejemplo, cualquier
sistema estatico.

5. Sistema Estable La salida y(t) estd acotada para cualquier entrada z(t) que
también esté acotada.

6. Sistema Inestable La entrada z(t) esta acotada, pero la salida y(t) no lo esta.

1
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1.4.

Sistema Lineal Un sistema H se dice que es lineal si cumple:

H(alxl —+ a2$2) = alH(JJl) -+ GQH($2>

Sistema Invariante en el Tiempo Si dada una entrada z(¢) con su corres-
pondiente salida y;(¢), al desplazar la entrada en el tiempo, x(t) = x1(t — to), la
salida es la misma, pero desplazada en el tiempo en la misma proporcién que la
entrada, es decir, yo(t) = y1(t — to)

Convolucion

yln) =Y a[kh[n — K]

k=—o00

La convolucién es conmutativa, asociativa y distributiva.

1.5.

1.

Propiedades de Sistemas LIT

Memoria Un sistema no tiene memoria si su salida en un instante ¢ (n, para
sistemas discretos), s6lo depende la entrada en ese mismo instante ¢ (n).

Para sistemas continuos, sabiendo que

—+00

y(t) = / z(T)h(t — T)dT

[e.9]

no tienen memoria cuando h(t —7) = 0 si 7 # ¢, es decir, si h(t) = 0 para todo
t#0
Para sistemas discretos, sabiendo que

—+00

yln) = Y x[kh[n K]

k=—o00

no tienen memoria cuando h[n — k| = 0 si k # n, es decir, si h[n] = 0 para todo
n#0

Invertibilidad Un sistema es invertible cuando se puede construir su senal in-
versa
[n]

(t)

Causalidad Un sistema es causal si su salida y(t) (y[n] para sistemas discretos)
depende de la entrada x(7) (z[k]) con 7 <t (k <n)

Para sistemas continuos, sabiendo que

h[n] * h'[n]

o
h(t) * ' (t) =6

y(t) = /_ b z(T)h(t — T)dT

[e.e]



1.6.

son causales cuando h(t — 7) =0 si 7 > ¢, es decir, si h(t) = 0 para todo t > 0

Para sistemas discretos, sabiendo que
“+o0o

yln) = Y x[kh[n K]

k=—00

son causales cuando hln — k| = 0 si k > n, es decir, si h[n] = 0 para todo n > 0

Estabilidad Un sistema es estable si para cualquier entrada z(t) (x[n] para sis-
temas discretos) acotada, su salida y(t) (y[n]) también esté acotada.

Para sistemas continuos

v = [ atohe-nar i< [ ol b= i

o0 o0

Y si z(t) estd acotada, entonces |z(7)| < M y por lo tanto,

WWSM[mW%ﬂW

+oo
/_ Ih(t)|dt

esta acotado si y sélo si H es estable.

Por 1ltimo,

Para sistemas discretos

yln] = ) alklhln — k] lylll < ) [«lk]l- hin — K]

Y si z[n] estd acotada, entonces |z[k]| < M y por lo tanto,

Por 1ltimo,

esta acotado si y sélo si H es estable.

Serie de Fourier

+oo
x(t) = Z et

k=—o00

Las tnicas frecuencias que pueden aparecer en una senial z(t) son aquellas que son
multiplos de la frecuencia fundamental wq

xln| = Z apeFF = Z el "

k=<N> k=<N>

El niimero de frecuencias presentes en estas senales es finito.
Esta serie es siempre convergente.



1.7. Coeficientes espectrales a;

1 )
ap = —/ (t)e IR0t dt
TO <T>
x(t) es real sii ap = a*,,
Si ag = 0, la senal x(t) estard centrada horizontalmente.
Si z(t) tiene simetria par:

To
2 [
ay = — x(t) cos(kwot)dt
To Jo
Si z(t) tiene simetria impar:
) (3
ag = J— x(t) sin(kwot )dt
1o Jo
1 . 2m .
a = Z x[n]e‘ﬂk%” = Z x[n]e I%n
k=<N> k=<N>

1.8. Condiciones de Dirichlet

1. La senal x(t) es absolutamente integrable sobre cualquier periodo

/ |z(t)|dt < oo
<Top>

2. La senal z(t) tiene un nimero finito de méximos y de minimos en un intervalo
<Ty >

3. La senal x(t) tiene un nimero finito de discontinuidades (finitas) en un intervalo
<Ty >

Esta senal z(t) cumple que:
lax| < oo
Si N — oo entonces xy(t) — z(t) (salvo en las discontinuidades)

1.9. Transformada de Fourier (senales aperiddicas)

X(jw) = X(w) = /_ (et

[e.9]

“+o00

X(Q) = > an)e ™
Obsérvese que la Transformada de Fourier, X(2), de una senal discreta, x[n], es

una senal continua y periédica con periodo 2w, siguiendo los criterios de convergencia
de Dirichlet.



1.10. Transformada Inversa de Fourier (senales aperiédicas)

1 [t

x(t) X (w)e' dw

En una senal aperiddica, tanto continua como discreta, puede aparecer cualquier
frecuencia.

:% N

1

2T ) cons

X (9)e?md

z[n]

Para las senales discretas, las frecuencias son periddicas con periodo 27w, concen-
trandose las bajas frecuencias en torno a los multiplos de 27 y las altas frecuencias, en
torno a los multiplos de 7.

1.11. Transformada Generalizada de Fourier (senales periédi-
cas)

X(w) =2m Z ard(w — kwp)

k=—00

X(Q) = 27 f 01 (Q - k%)

k=—o00

Esta senal X () es continua y periédica con periodo 27.

1.12. Transformada de Laplace

+o0

X(s) = /_ x(t)e *dt

o)

Siendo s = 0 + jw € ROC (Regién de Convergencia)
La Transformada de Fourier es un caso particular de la Transformada de Laplace
cuando s = jw, es decir, cuando eje imaginario C ROC

1.13. Reglas para el calculo de la ROC de la Transformada de
Laplace

N
1. SiX(s) = DES; es racional. entonces la ROC' viene determinada por sus polos
s

(raices de D(s)) y no debe contener ninguno de ellos.

2. Six(t) es de duracidn finita y X (s) es convergente para algun s, entonces ROC =

C
3. Siz(t) es derecha y Re{s} = 09 € ROC entonces Re{s} > o9 C ROC
4. Sixz(t) es izquierda y Re{s} = 0y € ROC entonces Re{s} < oy C ROC



5. Si z(t) es bilateral y Re{s} = o9 € ROC entonces la ROC' consistird en una

banda en el plano s que incluya la linea Re{s} = o9 C ROC

En definitiva, los pasos a seguir a la hora de calcular la ROC' de una senal derecha

(izquierda) son:

1.

2.

Se dibujan todos los polos

Si la senal es derecha (izquierda), tomamos el polo que esté més a la derecha
(izquierda)

Si la senal es derecha (izquierda), la ROC estara a la derecha (izquierda) del polo
mas a la derecha (izquierda).

1.14. Transformada Inversa de Laplace

1.

X(s)

Para ello, y suponiendo el caso en que X (s) es racional. seguimos tres puntos:

Desarrollo en fracciones simples

X(s)= S0, o x(s)

=lg 4 a;
ROC;

Célculo de las ROC;
A partir de la ROC de X (s) se pueden inferir las ROC;

Tablas y Propiedades

Para cada X;(s) con su ROC; mediante el uso de tablas y propiedades conocidas
se obtienen las senales z;(t)

Por ultimo:

z(t) = Z ;(t)

1.15. Transformada Z

n=—oo

X(2) =30 zn]e =372 glnlr e i
z € ROC

La Transformada z de z[n] coincide con la Transformada de Fourier de esa misma

senal cuando r = 1, es decir, cuando la circunferencia de radio unidad esta contenida
en la ROC.



1.16. Reglas para el calculo de la ROC de la Transformada Z
1. ROC es un anillo en el plano z y centrado en el origen.
2. ROC no contiene los polos de X(z)
3. Si z[n] es de duracién finita, entonces ROC = C (excepto z =0 y/o z = +00)
4. Siz[n| es derecha y {|z| =ro} C ROC = {|z| > 1} C ROC
5. Siz[n] es izquierda y {|z| =19} C ROC = {|z| < 1o} C ROC

6. Sixz[n]esbilateral y {|z| =19} C ROC = ROC consiste en un anillo que contiene

a{|z| = ro}

En resumen, si una senal es derecha (izquierda) su ROC' viene dada por el exterior
(interior) de la circunferencia determinada por el polo mas externo (interno).

1.17. Resumen de Senales

dB lineal
—40 001 — —2
-20] 0'1 — —1
0 1—0
20 10— 1
40 100 — 2

’x dB = 10% lineal‘

‘x lineal = 20log,y x dB‘




1.18. Funcién Respuesta en Frecuencia (Sistemas Continuos)

Sea el sistema

and;t()+ 0, f”;t v | -+a0y(t):bmd7;fnst)+ 4 box(t)
y(0) =y (0) =---=y"1(0) =0

se define ‘
Y(w)  bp(jw)™ + -+ bo

+
X(w) N an(Jw)™ + -+ + ag

(Sélo valido para sistemas estables)

H(w) =

1.19. Funcién de Transferencia (Sistemas Continuos)

Dado el sistema: N

Za’“ dt'f Zb’“ dtk

k=0

se define

H(S) Y(S) 224:0 kak
X(s) ngvzo ays®
Valido tanto para sistemas estables, como inestables. De hecho, la Funcion de Trans-
ferencia coincide con la Funcion Respuesta en Frecuencia si eje imaginario C ROC
Si el sistema H(s) es causal y estable, todos los polos estardn en el semiplano
izquierdo.
Por ser estable eje imaginario C ROC
Por ser causal h(t) es derecha, es decir, la ROC de H(s) estd a la derecha del polo
mas a la derecha.

1.20. Funcién Respuesta en Frecuencia (Sistemas Discretos)

Sea el sistema N "
{ Zk:o aryln — k] = Zk:o brx[n — K|
s =yl-2 = Zyl-N =0
se define 4
V() Y ek
X(Q) Zivzo ape /K

1.21. Funcién de Transferencia (Sistemas Discretos)

X(2) oY apzt
Valido tanto para sistemas estables, como inestables. De hecho, la Funcion de Trans-
ferencia coincide con la Funcién Respuesta en Frecuencia si {|z| = 1} € ROC
Si H(z) es causal y estable, todos los polos de H(z) estan (estrictamente) dentro
del circulo unidad y a la inversa.



Por ser estable, {|z| = 1} ¢ ROC
Por ser causal h(t) es derecha, es decir, la ROC de H(z) es el exterior de la circun-
ferencia de radio R, siendo R la distancia del polo més a externo al origen.

1.22. Teorema de Muestreo

Sea una sefial de banda limitada (X (w) = 0, |w| > wa).

Entonces la senal x(t) se puede reconstruir (idealmente) a partir de su muestreo
x*(t), si wg > 2wy (idealmente).

Para ello se utiliza un filtro (ideal) H*(s).

1.22.1. “Aliasing”

Cuando wg < 2w)s se dice que se estd submuestreando una senal, y se produce el
fenomeno conocido como “aliasing”.



